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Klucz punktowania do zadan zamknigtych

Nrzad |1 234|567 |8[9|10/11]12|13[14|15|16|17|18[19|20(21|22
Odp. | D/ B/ A/B|C|B/A|B/ DB C/DIC/IAJAIC/B/D/C|B/A|D
Schemat oceniania do zadan otwartych

Zadanie 23. (2 pkt)
Rozwiaz nierdéwno$¢ —2x* +2x+24>0.
Rozwigzanie
Rozwiazanie nieréwnos$ci kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.
Pierwszy etap moze by¢ realizowany na 2 sposoby:
I sposob rozwiazania (realizacja pierwszego etapu)
Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowego —2x” +2x + 24

e obliczamy wyroznik tego trojmianu:

A=4+192=196 istad  x =224 oraz x =244

albo
e stosujemy wzory Viete’a:

x,+x,=1oraz x,-x,=-12 istad x =4 oraz x, =-3

albo

—4

e podajemy je bezposrednio (explicite lub zapisujac posta¢ iloczynowa trojmianu lub

zaznaczajac na wykresie)

x=4,x,=-3
lub
2 (x—4)(x+3)20
lub
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Klucz punktowania do zadan zamknietych oraz schemat oceniania do zadan otwartych

Poziom podstawowy — czerwiec 2011

IT sposéb rozwiazania (realizacja pierwszego etapu)

Wyznaczamy posta¢ kanoniczng tréjmianu kwadratowego

a nastgpnie

przeksztalcamy nierownos¢, tak by jej lewa strona byla zapisana w postaci
iloczynowej

_z(x

2
1) +250
2

‘2("“
2

-2(x—4)-(x+3)=0

Drugi etap rozwigzania:
Podajemy zbior rozwiazan nierownosci <—3, 4> .

Schemat oceniania

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE .cuverrernresssnrcssssnesssresssnosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 1 pkt

gdy:

zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym poprzestanie lub bl¢dnie zapisze zbior
rozwiazan nierownosci, np.

@)

obliczy lub poda pierwiastki tréjmianu kwadratowego x =4, x=-3 i na tym
poprzestanie lub bl¢dnie zapisze zbior rozwiazan nierownosci
zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f (x) =-2x+2x+24 inatym
poprzestanie lub btednie zapisze zbior rozwiazan nierdéwnosci
roztozy trojmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. —2(x—4)-(x+3) i na

tym poprzestanie lub btgdnie rozwiaze nierownos¢

realizujac pierwszy etap popelni btad (ale otrzyma dwa rdézne pierwiastki)
1 konsekwentnie do tego rozwiaze nierownos¢, np.
o popelni blad rachunkowy przy obliczaniu wyrdéznika lub pierwiastkow

trojmianu kwadratowego 1 konsekwentnie do popeinionego bledu rozwiaze
nierownos¢

o blednie zapisze rdéwnania wynikajace ze wzorow Viete’a: x, +x, =1
ix,-x,=—12 lub x, +x, =—1 1 x,-x, =12 1konsekwentnie do tego rozwiaze
nieréwnosc,

Z.dAJACY OLTZYIMUJE .cuvereernresssnressssncsssnesssnesssssssssssosssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 2 pkt
gdy:
e poda zbiér rozwiazan nierdwnosci : <—3, 4> lub x e <—3, 4> lub -3<x<4,
albo
e sporzadzi ilustracje geometryczna (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbidr rozwigzan
nierdwnos$ci w postaci x> -3, x<4,
albo
e poda zbiér rozwigzan nierownos$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialow
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Uwagi

1. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =-3 i x,=4 1 zapisze
X€ <3, 4> , popelniajac tym samym btad przy przepisywaniu jednego z pierwiastkow, to za
takie rozwiazanie otrzymuje 2 punkty.

2. W zwiazku z rozbiezno$cia w rozumieniu i uzywaniu spojnikow w jezyku potocznym
1 formalnym jg¢zyku matematycznym akceptujemy zapis x>-3, x<4.

3. Jezeli btad zdajacego w obliczeniu pierwiastkoOw trjmianu nie wynika z wykonywanych
przez niego czynnosci (zdajacy rozwiazuje ,,swoje zadanie™), to otrzymuje 0 punktéw za
cate zadanie.

Zadanie 24. (2 pkt)

2 _9b , dla x#9 oraz f(14)=5. Oblicz

Funkcja f jest okre§lona wzorem f(x)=
x_
wspotczynnik b.

Rozwiazanie

. . ) . 2-14-b
Warunek f (14) =5 zapisujemy w postaci rOwnania z niewiadoma b: 5 = 49 °
Rozwiazujemy to rownanie 1 obliczamy wspotczynnik b: b=3.
Schemat oceniania
Z/dAJACY OLTZYIMNUJE cceeuvererserressrrecssseessssnessssnessssnssssssessssssssssssssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssses 1 pkt

gdy poprawnie zapisze roOwnanie z niewiadoma b, np. 5 = % lub 5-5=28-5.

Z.daJACY OLTZYIMUJE cecueeeerreeecssanecssanecsssnecsssnecssseesssssesssssesssssessssssssssesssssssssssssssssassssssssssssssss 2 pkt

gdy obliczy wspdtczynnik b =3.
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Zadanie 25. (2 pkt)
Na ponizszym rysunku trdjkat ABC jest rownoboczny, a punkty B, C, N sa wspolliniowe. Na
boku AC wybrano punkt M, tak Ze|AM | = |CN | . Udowodnij, ze |BM | = |MN | .

N

I sposob rozwiazania

A B

Rysujemy odcinek MD réwnolegty do odcinka 4B.
Uzasadniamy, ze trojkaty BDM 1 MCN sa przystajace na podstawie cechy bkb:

e |BD|=|CN|, bo |BD|=|4M]|

. |MD| = |CM , bo trojkat MDC jest rownoboczny
o |<BDM|=120°=|<NCM]|.

Zatem |BM| :|MN|.
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Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE cecureecrseecssanecssanecsssnecsssnesssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssss 1 pkt
gdy napisze, ze trojkaty BDM 1 MCN sa przystajace 1 wyprowadzi stad wniosek, ze
<[

Z/dAJACY OLTZYINUJE cceevueererserrcsssrecsssnessssresssnessssnesssssessssssssssssssssesssssesssssesssssssssssssssssessssssses 2 pkt
gdy poprawnie uzasadni, ze trojkaty ACD 1 BCE sa przystajace 1 wyprowadzi stad wniosek, ze
|BM|=|MN]|.

Uwaga
Zdajacy moze tez dorysowa¢ odcinek MD || BC i analogicznie pokazaé, ze trojkaty BMD

1 MNC sa przystajace.

11 sposob rozwiazania

Z twierdzenia cosinusow dla trdjkata ABM obliczamy |BM |2 :
|BM[ =|AM[ +|4B|" —2|AM | 4B|- cos 60° =

[ AM[ +[4B[ - 2| AM|-| 4B =

=|AM|" +|4B[ ~|aM|-|4B|.

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata MCN obliczamy |MN |2 :
|MN|" = |MC[ +|CN|" -2|MC]-|CN|- cos120° =

=|MC|" +|cN| —2|MC|-|CN|-(—%) =,
=|MC|" +|CN| +|McC]-|CN|

Poniewaz |AM|=|CN| i |MC|=|4B|-|AM
[MN' = (48|~ |abt]) +[Ab +(|4B| | 4M|)-| ap1| =

=|AB|" +|AM[ —2-|AB|-|AM|+|AM|" +|4B|-|AM|~|AM|" = |AB[ +|AM|" —|4B||AM]|

, Wiec

Zatem [BM|" =|MN[’, czyli |[BM|=|MN|

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Z/dAJACY OLTZYINUJE .cceeveerrervnricsssressssressssrosssssossssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssesssssossssssses 1 pkt

gdy korzystajac z twierdzenia cosinusow obliczy kwadraty dtugosci odcinkow BM i MN.

Z/dAJACY OLTZYINUJE .cceeuerrervnricsssressssressssrosssnosssssssssssossssssssssesssssssssssssssssssssssssssssesssssossssssses 2 pkt

gdy poprawnie uzasadni, ze |BM | = |MN | .
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Zadanie 26. (2 pkt)
Dane sa wielomiany P(x)=-2x>+3x”> —1, Q(x)=2x> —x—1 oraz W(x)= ax+b. Wyznacz
wspotezynniki a i b tak, by wielomian P(x) byt rowny iloczynowi W (x)-O(x).

I sposob rozwiazania

Wyznaczamy iloczyn W (x)-Q(x):
W(x)-Q(x) =(2)c2 —x—l)(ax+b)
W(x)-Q(x) =2ax’ +2bx*> —ax’ —bx—ax—b
W(x)-O(x)=2ax’+(2b—a)x’—(a+b)x—b
Poréwnujemy wspotczynniki wielomianow P(x) i W (x)-Q(x) i zapisujemy uktad rownan:

2a=-2

2b—a=3

a+b=0

b=1

Z pierwszego rownania otrzymujemy a =—1, z ostatniego b =1. Sprawdzamy, Ze obliczone a
oraz b spelniaja pozostale dwa rownania.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuueeeeesneesssaeesssneesssneessseessssessssseessssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt

gdy zapisze wielomian W(x)-O(x) w postaci 2ax’+(2b-a)x*—(a+b)x—b i na tym
poprzestanie lub dalej popetnia biedy

Z.dAJACY OLTZYIMUJE .cuvereernrerssnressnnesssnesssnessssnesssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 2 pkt
gdy:

e obliczya=-11b=1
albo

e zapisze W (x)=-x+1

11 sposob rozwiazania

Sprawdzamy, ze liczba 1 jest jednym z miejsc zerowych wielomianu P(x): -2x7 +3x* -1
i dzielimy wielomian —2x’ +3x” —1 przez dwumian x—1.
(2x*+3x* =11 (x—1)=-2x" +x+1

2x° —2x7

2011-09-14 7



Klucz punktowania do zadan zamknietych oraz schemat oceniania do zadan otwartych
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Nastgpnie zapisujemy P(x) = (—sz +x+ 1) (x- 1) , czyli P(x) = (2x2 —x—l)-(—x+ 1) .

Porownujac  wspotczynniki  wielomianow W(x) =ax+b oraz —-x+1 otrzymujemy
a=-1, b=1.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Z/dAJACY OLTZYINUJE .cceeeuerrercrricsssressssressssrossssesssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssses 1 pkt

gdy podzieli wielomian P(x): —2x” +3x* —1 przez dwumian x —1 i zapisze
P(x)=(-22* +x+1): (x~1) lub P(x):—Z(x—l)-(x-i-%j-(x—l)

1 na tym poprzestanie lub dalej popetia bledy

Z.daJACY OLIZYIMUJE cecueeeersueecssanecssanecsssnecssanesssseesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssassssssssssssssssasssss 2 pkt
gdy:

e obliczya=-1i1b=1
albo

e zapisze W(x)=—x+1.

Uwaga

Jezeli zdajacy sprawdzi, ze liczba (—%) jest jednym z miejsc zerowych wielomianu
P(x)=-2x" +3x* =1, podzieli wielomian —2x*+3x”>—1 przez dwumian x+% i zapisze

P(x)= (—2x2 +4x— 2) : (x +%) lub P(x)=-2(x—1)-(x-1) (x +%] i na tym poprzestanie

lub dalej popetnia btedy, to otrzymuje 1 punkt.

111 sposob rozwiazania

Dzielimy wielomian P(x) =-2x" +3x” —1 przez wielomian Q(x) =2x" —x—1
(2% +3x" = 1)1 (20" —x—1) =—x+1

2x° —x* —x
= 2x*—x-1
2x*+x+1

1 zapisujemy P(x) = (2x2 —x—l)-(—x+ 1) .

Z porownania odpowiednich wspotczynnikow, otrzymujemy a =—1, b=1.

2011-09-14 8



Klucz punktowania do zadan zamknietych oraz schemat oceniania do zadan otwartych
Poziom podstawowy — czerwiec 2011

Schemat oceniania 111 sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuueeeersneesssanesssanessseesssseesssseesssseessssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
gdy podzieli wielomian P(x) =-2x +3x” —1 przez wielomian Q(x) =2x" —x—1 i zapisze

w postaciP(x):(2x2—x—l)'(—x+1) lub P(x):—2(x—1)'(x+%j-(x—l) i na tym

poprzestanie lub dalej popetnia bledy

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE .cuverrernresssnrcssssnesssresssnosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 2 pkt
gdy:

e obliczya=-11b=1
albo

o zapisze W (x)=—x+1

Zadanie 27. (2 pkt)

Uzasadnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba 3" —2"*? +3" —2" jest
wielokrotnoscia liczby 10.

Rozwiazanie

Liczbe 3" —2""* +3" —2" przedstawiamy w postaci
32 _0M L30T 20,31 42" 43" = 2" =3 (9+1)—2" (4+1)=10-3" =5.2.2"" =

=10(3"-2"") =10k , gdzie k =3"-2"" jest liczba catkowita.

Zatem liczba 3" —2"" +3" —2" jest wielokrotnoscia liczby 10.

Schemat oceniania

Z.dAJACY OLTZYIMMUJE c.cuveeresnresssnressnnesssnesssnessssnesssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
gdy zapisze liczbe 3" —2""* +3" —2" w postaci 3"-10-2"-5 i nie uzasadni, ze liczba
2" -5 jest podzielna przez 10

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuueeeeesneesssanesssneessneesssseessssessssssessssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 2 pkt

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie, np.:
e przeksztalci liczbe 3"-10—2"-5 do postaci 10(3" —2”*1) =10k, gdzie k=3"-2""

jest liczba catkowita
albo

e przeksztalci liczbe 3"-10—2"-5 do postaci 10(3” —2"*1) i zapisze, ze 3" —2"" jest

liczba catkowita
albo

e zapisze liczbe w postaci 3" -10—2"-5 iuzasadni, ze jest podzielna przez 10

2011-09-14 9
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Uwaga
Jesli zdajacy zapisuje kolejno:
3;1+2 _ 2n+2 +3n _2n — 10x
3" (32 +1)-2" (2’ +1)=10x
10-3"-5-2" =10x,
5(23"-2")=10x
2.3"-2"=2x
i uzasadnia, ze 2-3" —2" jest liczba podzielna przez 2, to otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 28. (2 pkt)
Tabela przedstawia wyniki uzyskane na sprawdzianie przez uczniéw klasy III.

Oceny 6 5 4 3 2 1
Liczba uczniow 1 2 6 5 4 2

Oblicz mediang 1 $rednig arytmetyczna uzyskanych ocen.

Rozwiazanie

Obliczamy $rednia arytmetyczng ocen uzyskanych przez uczniow klasy II1
6-1+5-2+4-6+3-5+2-4+1-2 —Q—S 25

20 20 7

Mediana 20 uzyskanych ocen to $rednia arytmetyczna dziesiatego ijedenastego wyrazu
uporzadkowanego w kolejnosci niemalejacej ciagu ocen. Dziesiaty i jedenasty wyraz tego

ciagu to 3, zatem mediana jest rowna 3.

Schemat oceniania

Z/dAJACY OLTZYINUJE ceeeeerneerersericssnrecssseessssressssnessssesssssnossssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssses 1 pkt

gdy
e obliczy $rednig arytmetyczna ocen uzyskanych przez uczniéw klasy III i na tym
poprzestanie lub dalej popelnia bigdy,

albo
e obliczy mediang uzyskanych ocen i na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.

Z/dAJACY OLTZYINUJE .cceeuerrervnricsssressssressssrosssnosssssssssssossssssssssesssssssssssssssssssssssssssssesssssossssssses 2 pkt

gdy obliczy $rednig arytmetyczna i mediang uzyskanych ocen: odpowiednio 3,25 1 3.

2011-09-14 10



Klucz punktowania do zadan zamknietych oraz schemat oceniania do zadan otwartych
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Zadanie 29. (2 pkt)

Rzucamy dwa razy symetryczna szescienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia 4 polegajacego na tym, ze liczba oczek w pierwszym rzucie jest o 1 mniejsza od
liczby oczek w drugim rzucie.

I sposob rozwiazania

Q jest zbiorem wszystkich par (a,b) takich, ze a,b e {l, 2,3,4,5, 6} . Mamy model klasyczny,
w ktorym Q| =36.

Zdarzeniu A sprzyjaja nast¢pujace zdarzenia elementarne:

(1,2),(2,3),(3.4),(4.5). (5.6)

Zatem |A| =5 istad P(A) =% =%

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJC..uuuuerersuerersrrcsssricssssscssssesssssesssssssssnssssssssssssossssssssassssssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
gdy zapisze, ze |Q =36 i 4={(1,2),(2.3).(3,4).(4.5),(5.6)}

ZdaJACY OLTZYIMUJE .cueerrreeisueessrecsnnssaecssncsssnsssnssssesssassssssssassssssssassssssssasssssssssssssssssassssssssases 2 pkt

gdy obliczy prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) = % .

II sposob rozwiazania: metoda drzewa
Rysujemy drzewo i pogrubiamy istotne dla rozwiazania zadania galgzie tego drzewa.
Zapisujemy prawdopodobienstwa tylko na tych gateziach.

1
6 . R
3 1 1 6
6 6

TY.YY.Y

123456 123456123456123456123456 123456

o |—

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A) =5 %% = %
Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Z.dAJACY OLTZYMUJC..uuueeersseeessreessrrecsssnecsssescsssnessssnessssnsssssssssssnsssssssssssasssssssssssessssasssssasssssns 1 pkt

gdy
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e narysuje drzewo, zapisze prawdopodobienstwa na jego gateziach i wskaze na drzewie
wlasciwe galgzie (np. pogrubienie galgzi lub zapisanie prawdopodobienstw tylko na
istotnych galeziach)

albo
e narysuje drzewo, zapisze prawdopodobienstwa na jego gateziach i nie wskazuje na
drzewie odpowiednich galezi, ale z dalszych obliczen mozna wywnioskowaé, ze
wybiera wlasciwe gatezie

Z/dAJACY OLTZYINUJE .cceeeeerrervurrcsssressssressssrossssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssossssssses 2 pkt

gdy obliczy prawdopodobiefistwa zdarzenia A: P(A)= % .

I1I sposob rozwiazania: metoda tabeli
Rysujemy tabela i wybieramy zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A.

IT kostka
1 2]3]4]5] 6
1 X
2 X
S| 3 X
P X
5 X
6
Q=36 i |4]=5, zatem P(A)=3i6.

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

Z/dAJACY OLTZYINUJE .cceeeuerrercnricsssressssressssrossssossssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssossnsssses 1 pkt

gdy narysuje tabelg i wypisze wszystkie zdarzenia sprzyjajace lub zaznaczy je w tabeli.
Z/dAJACY OLTZYTNUJE ..cceeuvererrnressarecsssrrcsssrecssssessssssssssssssssosssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

gdy poda poprawna odpowiedz: P(A) = % .

Uwaga
Jezeli zdajacy popehil btad przy zliczaniu par spelniajacych warunki zadania i konsekwentnie
do popetionego bi¢du obliczy prawdopodobienstwo, to przyznajemy 1 punkt.
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Zadanie 30. (2 pkt)
Liczby27,x,3 sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem malejacego ciagu
geometrycznego. Oblicz 6smy wyraz tego ciagu.

I sposob rozwiazania

Korzystajac ze wzoru na trzeci wyraz ciagu geometrycznego obliczamy ¢ iloraz ciagu:
3=27-¢q°

1
2—_
1 9
1 1

=——lub g=—.
1 3 1 3

. L . 1
Poniewaz ciag jest malejacy, to g = 3

1 , . .
—,—, zatem oOsmy wyraz c1agu jest

1 1
Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 27,9,3,1,—,—,—,
y ] yrazy cCiag 9’2731

W | —

rowny % .

11 sposob rozwiazania

Z wlasnoéci ciagu geometrycznego wynika, Zze x°=27-3. Stad x* =81, czyli x=9

lubx =-9. Poniewaz ciag jest malejacy, to x=9, a iloraz tego ciagu ¢ jest rowny—.

Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 27,9,3,1,%,%,%,%, zatem Osmy wyraz ciagu jest
, 1
rowny —.
Y 81
Uwaga

7 3
: ) : . 1 3 1 1
Zdajacy moze obliczy¢ 6smy wyraz ciagu korzystajac ze wzoru: 27 - (Ej =—.

Schemat oceniania I i Il sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ..uueererrurrersrrcssrrcsssncssssesssssssssssessssesssssosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssasssssssssss

gdy obliczy g iloraz ciagu: g =—.

QI | =

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE cuuverersurrersneessannesssnncsssresssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss

gdy obliczy 6smy wyraz ciagu: é
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Zadanie 31. (4 pkt)
Oblicz sumg wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1,2,3,4

(cyfry moga si¢ powtarzac).

I sposob rozwiazania (wypisanie wszystkich liczb):
Zauwazamy, ze istnieja 64 liczby trzycyfrowe, ktorych cyfry wybrane sa ze zbioru {1, 2,3, 4} .

Pierwsza cyfr¢ mozemy wybra¢ na 4 sposoby sposrod cyfr 1, 2, 3 i 4, druga rowniez na
4 sposoby (cyfry moga si¢ powtarzac) i trzecia takze na 4 sposoby.

Wypisujemy wszystkie liczby spetniajace warunki zadania i dodajemy je, np.:
TI1+11241134+114+121+122+123+124 +

+131+132+133+134+141+142+143+144 =2040

211+ 2124213+ 214+ 221+ 222+ 223+ 224 +
+231+232+ 233+ 234+ 241+ 242+ 243+ 244 = 3640

311+312+313+314+321+322+323+324+
+331+332+333+334+341+342+343+344 =5240

A11+412+413+414+421+422+ 423+ 424+
+431+432+433+ 434+ 441+ 442 + 443 + 444 = 6840

Suma wszystkich liczb jest rowna: 2040+ 3640+ 5240+ 6840 =17760 .
Uwaga
Sumg 64 liczb trzycyfrowych spetniajacych warunki zadania mozemy obliczy¢ zauwazajac,

ze we wszystkich dodawaniach zmieniaja sig tylko sumy setek:

16-100+(11+12+13+14+21+22+23+24+
+314+32+33+34+41+42+43+44)=1600+ 440 =2040

16-200+ (11+12+13+14+21+22+23+24+
+31+32+33+34+41+42+43+44)=3200+440=3640

16-300+(11+12+13+144+21+22+23+24+
+31+32+33+34+41+42+43+44)=4800+440 = 5240

16-400+ (11+12+13+14+21+22+23+ 24+
+31+32+334+34+41+42+43+44)=6400+440 = 6840

Suma wszystkich liczb jest rowna: 2040+ 3640+ 5240+ 6840 =17760 .

11 sposdb rozwiazania
Zauwazamy, ze istnieja 64 liczby trzycyfrowe, ktérych cyfry wybrane sa ze zbioru {1, 2,3,4}

(przy czym cyfry moga si¢ powtarzac).
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Kazda z tych liczb mozna zapisa¢ w postaci a-100+5-10+c, gdzie a, b, c to cyfry wybrane
ze zbioru liczb {1,2,3,4}‘ Sumeg tych 64 liczb obliczamy dodajac oddzielnie wielokrotnosci
100, oddzielnie wielokrotnosci 10 1 oddzielnie cyfry jednosci.

Obliczamy, ile razy jedynka wystgpuje jako cyfra setek. Cyfra dziesiatek moze wowczas by¢
jedna z 4 cyfr sposrod 1,2,3, 4 1 cyfra jednosci tez jedna z tych 4 cyfr. Zatem jedynka jako
cyfra setek wystepuje w 16 liczbach. W sumie 64 liczb speliajacych warunki zadania.

sktadnik 100 wystapi 16 razy. Podobnie 16 razy wystapi sktadnik 200, 16 razy wystapi
sktadnik 300 i 16 razy sktadnik 400. Zatem sktadniki postaci a-100 daja sumg

16-100+16-200+16~300+16~400=16~100‘(1+2+3+4)=16000.

Tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra sposrod 1,2,3,4 wystapi 16 razy jako cyfra dziesiatek.
Zatem sktadniki postaci -10 daja sume
16-10+16-20+16-30+16-40=16-10-(1+2+3+4)=1600.

Postepujac analogicznie obliczamy sume cyfr jednosci:
16:1+16-2+16-3+16-4=16-(1+2+3+4)=160.

Suma wszystkich 64 liczb jest zatem rownal16000+1600+160=17760.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .....cccccceereeisuinsseccsnnissnecsnensecsssessssecssessssesssessssecssene 1 pkt
Zapisanie, ze istnieja 64 liczby trzycyfrowe zapisane wylacznie za pomoca cyfr 1, 2, 31 4
(przy czym cyfry moga si¢ powtarzac).

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2 pkt
e wypisanie wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére mozna zapisa¢ wylacznie za pomoca
cyfr 1,2,3 14 (przy czym cyfry moga si¢ powtarzac).

albo
e zapisanie sum ,,setek”, ,,dziesiatek” i ,,jednosci”.

Uwaga

Jezeli zdajacy wypisze liczby spetniajace warunki zadania z pomini¢ciem co najwyzej trzech
liczb inie obliczy ich sumy albo zapisze sumy ,setek” lub ,,dziesiatek” lub ,,jednosci”
z jednym btedem rachunkowym i nie obliczy ich sumy, to za takie rozwiazanie przyznajemy
2 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ...........eivviiiinneniininssencseissecnsecssencsnnn. 3 pkt
e wypisanie liczb spetniajacych warunki zadania z pomini¢ciem co najwyzej trzech
liczb 1 obliczenie ich sumy
albo
e zapisanie sumy ,setek” lub ,dziesiatek” lub ,jedno$ci” z jednym biedem
rachunkowym i obliczenie ich sumy.

Rozwigzanie DezbIgdNe ........uioeeiieiiniiiniiiiiiineinneneinneinnennesssesseissessessssssssssssssssessssee 4 pkt
Obliczenie sumy wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr
1,2,3,4 (przy czym cyfry moga si¢ powtarzac): 17760.
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Zadanie 32. (4 pkt)
Podstawa ostrostupa ABCDS jest romb ABCD o boku dtugosci 4. Kat ABC rombu ma miare

120° oraz |AS|=|CS|:10 1 |BS|:|DS|. Oblicz sinus kata nachylenia krawedzi BS
do plaszczyzny podstawy ostrostupa.

1 sposdb rozwiazania

WprowadZmy oznaczenia:

a — dhugos¢ boku rombu,

e, f— dlugosci przekatnych rombu,
h — wysokos$¢ ostrostupa,
b=]4S|=|CS|,

c=|BS|=|DS]|.

Obliczamy dtugosci przekatnych podstawy.
Z wtasnosci trojkata rownobocznego BCD mamy:

a3
29

e=|BD|=a i f=2-|0C|=2-

zatem e =4, f:4\/§
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie AOS obliczamy wysokos$¢ ostrostupa:

o

2

B =10 —(2\/5)2 ~ 88,
h=+/88 =222

Obliczamy dtugos¢ krotszej krawedzi bocznej BS:
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B 2
c=,|h*+| =
2

=88 +4 =/92 =223

Obliczamy sinus kata nachylenia krawedzi bocznej BS ostrostupa do ptaszczyzny podstawy:

sinﬂzﬁ
C

/3—£ 22 /506
223 23

sin £ ~0,9780.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA .eccevveriiiniiiiereiinicisenessnecsssnecsssnesssssesssssecssssesssssessssssssssnsssssnsssssassssss 1 pkt

Obliczenie dlugosci przekatnych podstawy ostrostupa: e=41 f = 43
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..cccccecvueereriseriseissuensensseecsenssnecsecsssncssensnnens 2 pkt

Obliczenie wysokosci ostrostupa /4 = 2322

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Obliczenie dlugosci krétszej krawedzi bocznej ostrostupa: ¢ = 2423
ROZWIQzZanie PeINe .......ceouiineiiniiiiiitiiiiitinntictenniniennnecaeissessesssesssesssssssesssseessens 4 pkt

Obliczenie sin S = ,/2 )
23
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II sposob rozwiazania

Wprowadzmy oznaczenia:

a — dlugo$¢ boku rombu,

e, f— dlugosci przekatnych rombu,

h — wysoko$¢ ostrostupa,

b=|4S|=|cs|,

c=|BS|=|DS|.

Obliczamy dtugosci przekatnych podstawy.

Z wlasnosci trojkata rownobocznego BCD mamy:

a3
2’

e=|BD|=a i f=2-|0C|=2-

zatem e =4, f:4\/§
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie AOS obliczamy wysokos$¢ ostrostupa:

gar

2

B =10 —(2\/5)2 ~ 88,
h=+/88 =222

Obliczamy tangens kata nachylenia krotszej krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny
podstawy:
h
tgp =—
gp B
2
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tgf=~/22 .

Obliczamy sin # korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych:
sin sin

tgff = b -ﬂ -

cos 3 \/ l1-sin” B

J22 - sin
{J1-sin®

s 2
L
l-sin” g
) 22
Zatemsin f=,|— .
ﬂ \/;
Uwaga

Jezeli zdajacy korzystajac z przyblizonej wartosci tangensa kata 8 (tgf =22 ~4,6904)
odczyta miar¢ kata [ ~78°i1 nastgpnie zapisze sinf ~sin78°~0,9781, to za takie
rozwigzanie otrzymuje 4 punkty.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZaNia ZAAANIA ...ueeiueiieiiiiiisieisennsticseicsseisnesssessssesssnssssesssesssssssssssssssssassssesssassssssss 1 pkt

Obliczenie dlugosci przekatnych podstawy ostrostupa: e=41 f = 43 .
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny poStep .....ccccceeeceercrcunecssanecnns .. 2 pkt

Obliczenie wysokosci ostrostupa: 4 = 2322

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Obliczenie tangensa kata nachylenia krotszej krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny
podstawy tgf3 = J22.

ROZWIQZanie PEIE .......eeiiiniiiniiiiiiitiiittentientnnceeecneecnesssnseessssesssssesssssnsssssessses 4 pkt

Obliczenie sin f = /é—i albo sin f ~sin78°~0,9781.
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Zadanie 33. (4 pkt)
Wyznacz roéwnanie okrggu przechodzacego przez punkt 4= (1, 8) 1 stycznego do obu osi
uktadu wspotrzednych. Rozwaz wszystkie przypadki.

Rozwiazanie

Poniewaz okrag jest styczny do obu osi uktadu wspdtrzgdnych i1 jego S$rodek lezy
w | ¢wiartce uktadu wspotrzednych, wige srodek S tego okrggu ma wspotrzedne S = (r, r) ,

gdzie r jest promieniem tego okregu. RoOwnanie okregu ma zatem postaé (x—r)2 + y—r)2 =r.
Punkt A=(1,8) lezy na tym okregu, wigc (l—r)2 +(8—r)2 =r*. Stad otrzymujemy
r* —18r+65=0. Rozwiazaniami tego réwnania sa liczby: » =5, r=13. To oznacza, ze

sa dwa okregi spetiajace warunki zadania o réwnaniach (x—S)2 +( y—S)2 =25

i (x=13)" +(y-13)" =169.
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..c.ccccveeveriruriseissuensencseensseessnncsecsssecsssncneens 1 pkt

Zapisanie wspotrzednych $rodka S szukanego okrggu w zalezno$ci od promienia r tego
okregu: S =(r,r) lub zapisanie, ze $rodek okregu lezy na prostej o réwnaniu y = x.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2 pkt
Zapisanie rOwnania kwadratowego z jedna niewiadoma:

(1=r) +(8=r) =r* czyli r* —18r+65=0.
Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......ccoeeveccseisecsnccsensenseccsecssecsnnes 3 pkt
Zadanie rozwiazane do konca, ale w trakcie rozwiazania popetniano btgdy rachunkowe.

ROZWIQZanie P ......eiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitienneenntecneecsneecsseecsseecsssnssssssssssssssssssecsses 4 pkt

Zapisanie rOwnan obu okregow:
w postaci kanonicznej: (x — 5)2 +(y- 5)2 =251 (x— 13)2 +(y- 13)2 =169
lub w postaci ogélnej: x*> + > —10x—10y+25=0 i x* + y* —26x-26y+169=0.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zapisze rownanie jednego okrggu, to otrzymuje 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy zapisze réwnania obu okrggow, to otrzymuje 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy zapisze rownania obu okrggoéw 1 stwierdzi, ze nie ma innych okrggdéw

spetniajacych warunki zadania, to otrzymuje 4 punkty.
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